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New extended classes of exact solutions to a nonlinear wave equation are constructed.
У роботi розглядається рiвняння
u00 − (F (u)u1)1 = 0, (1)
де u = u(x), x = (x0, x1), uµ = ∂u/∂xµ, uµν = ∂
2u/(∂xµ∂xν), µ, ν = 0, 1, F (u) — довiльна
диференцiйовна функцiя, яка широко використовується для опису нелiнiйних хвильових
процесiв. Його груповi властивостi детально вивченi методом Лi в [1]. Результати дослiд-
ження умовної симетрiї рiвняння (1) викладенi в [2], при цьому видiлено всi випадки, коли
рiвняння (1) допускає оператори умовної симетрiї. За допомогою цих операторiв побудова-
нi анзаци, якi редукують рiвняння (1) до звичайних диференцiальних рiвнянь i знайдено
деякi класи точних розв’язкiв даного рiвняння.
У данiй роботi iстотно розширено список вiдомих точних розв’язкiв рiвняння (1). За-
пропоновано спецiальнi анзаци, якi дозволяють ефективно конструювати точнi розв’язки
рiвняння (1). Для їх знаходження використовуються як метод умовних симетрiй, так i ме-
тод прямого пошуку анзацiв. Розглянутi анзаци без iстотних змiн можуть бути узагальненi
на багатовимiрне нелiнiйне хвильове рiвняння.
Видiлимо такi властивостi рiвняння (1):
1) рiвняння
u00 − (u−k/(k+1)u1)1 = 0, k 6= −1, (2)
замiною u → uk+1, x0 → x1, x1 → x0 переводиться в рiвняння
u00 − (uku1)1 = 0; (3)
2) рiвняння
u00 − (euu1)1 = 0, (4)
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замiною u → lnu, x0 → x1, x1 → x0 переводиться в рiвняння
u00 − (u−1u1)1 = 0; (5)
3) для довiльної функцiї F (u) розв’язком рiвняння (1) є функцiя
F (u) = x−20 x
2
1. (6)
Розглянемо бiльш детально рiвняння
u00 − (uku1)1 = 0, k 6= −1. (7)
Рiвняння (7) має розв’язки з вiдокремленими змiнними u = a(x0)b(x1)
1/(k+1), де функцiї
a = a(x0), b = b(x1) задовольняють систему рiвнянь
a′′ = λak+1, b′′ = λ(k + 1)b1/(k+1). (8)
Кожне з рiвнянь системи (8) є рiвнянням Емдена–Фаулера. У випадку λ = 2(2 + k)/k2
система (8) має розв’язок
a = x
−2/k
0 , b = x
−2(k+1)/k
1 , (9)
який визначає розв’язок
uk = x−20 x
2
1
рiвняння (7). Якщо λ = 0, то система (8) має розв’язок
a = x0, b = x1, (10)
який визначає розв’язок
u = x0x
1/(k+1)
1
рiвняння (7). Розглянемо випадки, коли iснують розв’язки системи (8), вiдмiннi вiд розв’яз-
кiв (9) i (10), а також рiвняння (4) i (5).
I. Випадок k = 1. Рiвняння (7) має вигляд
u00 − u21 − uu11 = 0. (11)
Система (8) має розв’язок a = ℘(x0), b = x
2
1 для λ = 6, де ℘(x0) є функцiя Вейєрштрасса
з iнварiантами g2 = 0, g3. Тому розв’язком рiвняння (11) є функцiя u = ℘(x0)x
2
1. Дослiд-
жуючи умовну симетрiю, отримуємо такi анзаци, редукованi рiвняння i точнi розв’язки
рiвняння (11).
а) Анзац
u = µ2(x0)x
2
1 + µ1(x0)x1 + µ0(x0) (12)
редукує рiвняння (10) до системи
µ′′2 = 6µ
2
2, µ
′′
1 = 6µ2µ1, µ
′′
0 = µ
2
1 + 2µ2µ0. (13)
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Тому розв’язками рiвняння (11) є функцiї:
u = x21℘(x0) + Λ(x0),
де
Λ(x0) =
σ(x0 ± α)
σ(x0)
exp(∓x0ς(α)),
σ, ς — функцiї Вейєрштрасса, а α визначається з умови ℘(α) = 0;
u = x−20 x
2
1 + C1x
3
0x1 +
C21
54
x80 + C2x
−1
0 + C3x
2
0,
де C1, C2, C3, C4 — довiльнi сталi;
u = 2(x1 + x
2
0),
якщо в (12) покласти µ2(x0) = 0, µ1(x0) = 2, µ0(x0) = 2x
2
0.
b) Анзац
u = µ1(x0)x
2
1 + µ0(x0)x
1/2
1
редукує рiвняння (11) до системи
µ′′1 = 6µ
2
1, µ
′′
0 =
15
4
µ1µ0.
Тому розв’язками рiвняння (11) є функцiї
u = x−20 x
2
1 + (C1x
5/2
0 + C2x
−3/2
0 )x
1/2
1 , u = x0(C1x1 + C2)
1/2,
де C1, C2 — довiльнi сталi.
с) Оператор умовної симетрiї
X =
∂
∂x0
− x0 ∂
∂x1
+ 2x0
∂
∂u
.
Симетричний анзац
u = ω(z) + x20, z = x1 +
1
2
x20.
Редуковане рiвняння
ωω′′ + (ω′)2 − ω′ − 2 = 0. (14)
d) Оператор умовної симетрiї
X =
∂
∂x0
+
(
1
2
x−10 x1 −
3
2
µx0
)
∂
∂x1
− 1
x0
(u+ 3µx1 − 9µ2x20)
∂
∂u
.
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Симетричний анзац
u = x−10 ω(z) +
(
−1
2
x−10 x1 +
3
2
µx0
)2
, z = x
−1/2
0 x1 + µx
3/2
0 , µ ∈ R.
Редуковане рiвняння
ωω′′ + (ω′)2 − 3
4
zω′ − 3
2
ω − 9
8
z2 = 0. (15)
e) Оператор умовної симетрiї
X =
∂
∂x0
+ (−x−10 x1 − µx40)
∂
∂x1
+ (2ux−10 − 6x−30 x21 − 2µx20x1 + 4µ2x70)
∂
∂u
, µ ∈ R.
Симетричний анзац
u = x20ω(z) + x
−2
0 x
2
1 + 2µx
3
0x1 + µ
2x80, z = x0x1 +
1
6
µx60.
Редуковане рiвняння
ωω′′ + (ω′)2 − 5µω′ − 50µ2 = 0. (16)
f) Анзац, наведений у п. d, є частинним випадком бiльш загального анзацу
u = a(x0)
2ω(z) +
(a′x1 + b
′)2
a2
, z = a(x0)x1 + b(x0), (17)
де a = a(x0) є розв’язком рiвняння
a′′ = λa5, (18)
а b = b(x0) є розв’язком рiвняння
b′′ = λa4b. (19)
Анзац (17) редукує рiвняння (11) до рiвняння
ωω′′ + (ω′)2 − λzω′ − 2λω − 2λ2z2 = 0.
Крiм розв’язку, наведеного в п. d, система (18), (19) має такий розв’язок для λ = −3
4
g3:
a = ℘(x0)
−1/2, b(x0) =
1
3
µg−13 ℘(x0)
−1/2
x0∫
0
℘(s)ds, µ ∈ R.
Вiдповiдний анзац має вигляд
u = ℘(x0)
−1ω(z) + ℘(x0)
−1
[
1
2
z℘(x0)
−1 +
1
3
µg−13 ℘(x0)
3/2
]2
,
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z = ℘(x0)
−1/2x1 +
1
3
µg−13 ℘(x0)
−1/2
x0∫
0
℘(s)ds,
i редукує рiвняння (11) до рiвняння
ωω′′ + (ω′)2 +
3
4
g3zω
′ +
3
2
g3ω − 9
8
g23z
2 = 0.
II. Випадок k = 2. Маємо рiвняння
u00 − 2uu21 − u2u11 = 0. (20)
Система (8) для визначення функцiй a = a(x0), b = b(x0) має вигляд
a′′ = λa3, b′′ = 3λb1/3. (21)
Якщо в системi (21) λ 6= 0, то можна вважати, що λ = ±2. Розглянемо випадок λ = 2.
Рiвняння a′′ = 2a3 рiвносильне рiвнянню
(a′)2 = a4 + Cn, (22)
де Cn — стала iнтегрування. Якщо Cn = −1/4, то рiвняння (22) має розв’язок
u = ds
(
x0,
1√
2
)
, (23)
де ds(x0, k) — елiптична функцiя Якобi, що задовольняє рiвняння(
dη
dx0
)2
= k2(k2 − 1) + (2k2 − 1)η2 + η4.
Рiвняння (22) дослiджувалося в [3], де встановленi такi властивостi його розв’язкiв.
а) Якщо a(n) є розв’язком рiвняння (22), то функцiя
a(n+1) =
a
(n)
x0
a(n)
, де a(n)x0 =
da(n)
dx0
, (24)
теж є розв’язком рiвняння (22), причому
(a(n+1)x0 )
2 = (a(n))4 +Cn+1, Cn+1 = −4Cn.
b) Якщо a(n) є розв’язком рiвняння (22) для Cn > 0, то функцiя
a˜(n) =
√
Cn
a(n)
(25)
теж є розв’язком рiвняння (22).
Використовуючи властивостi a i b, ми знаходимо нескiнченнi серiї розв’язкiв рiвнян-
ня (20):
u(n) = x1a
(n), n = 0, 1, 2, . . . ,
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u˜(2k+1) = x1a˜
(2k+1), k = 0, 1, 2, . . . ,
де функцiя a˜(2k+1) визначається формулою (25), а функцiя a(n) задовольняє рекурентне
спiввiдношення
a(n) =
a
(n−1)
x0
a(n−1)
, a(0) = ds
(
x0,
1√
2
)
.
Вiдзначимо також, що анзац
u = µ1(x0)x1 + µ0(x0)
редукує рiвняння (20) до системи
µ′′1 = 2µ
3
1, µ
′′
0 = 2µ
2
1µ0,
а тому розв’язком рiвняння (20) є функцiя u = x−10 x1 + Cx
2
0, C — довiльна стала.
III. Випадок k = −1. Маємо рiвняння
u00 + u
−2u21 − u−1u11 = 0. (26)
Анзац
u = ω(x0)d(x1)
редукує рiвняння (26) до рiвняння
ω2ω′′d3 + ω2(d′2 − dd′′) = 0,
а тому
d′2 − dd′′ = Ad3, (27)
ω′′ +A = 0, A — стала. (28)
Якщо A = 0, то отримуємо такий розв’язок рiвняння (26):
u = C2e
C1x1(C3x0 +C4),
де C1, C2, C3, C4 — довiльнi сталi.
Якщо A 6= 0, то можна вважати A = 1. Iнтегруючи систему (27), (28), знаходимо такий
розв’язок рiвняння (26):
u = (x20 + δ1x0 + δ0)
(
℘(x1)− C1
12
)
, (29)
де ℘(x1) є функцiєю Вейєрштрасса з iнварiантами g2 = C
2
1/12, g3 = −C31/216, C1, δ1, δ0 —
довiльнi сталi. Частинними випадками сiмейства (29) є розв’язки
u = 4(x20 + δ1x0 + δ0) cos
−2 x1, якщо C1 = −4;
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u = −(x20 + δ1x0 + δ0)sh−2x1, якщо C1 = −2.
IV. Випадок k = −1/2. Рiвняння (7) має вигляд
u00 +
1
2
u−3/2u21 − u−1/2u11 = 0. (30)
Використовуючи властивiсть 1, яка стосується рiвнянь (2) i (3), а також результати п. I,
отримуємо такi анзаци, редукованi рiвняння i точнi розв’язки рiвняння (30).
а) Анзац
u1/2 = µ2(x1)x
2
0 + µ1(x1)x0 + µ0(x1)
редукує рiвняння (30) до системи
µ′′2 = 6µ
2
2, µ
′′
1 = 6µ2µ1, µ
′′
0 = µ
2
1 + 2µ2µ0.
Тому розв’язками рiвняння (30) є функцiї
u1/2 = x20℘(x1) + Λ(x1),
де
Λ(x1) =
σ(x1 ± α)
σ(x1)
exp(∓x1ς(α)),
σ, ς — функцiї Вейєрштрасса, а α визначається з умови ℘(α) = 0;
u1/2 = x−21 x
2
0 + C1x
3
1x0 +
C21
54
x21 + C2x
−1
1 + C3x
2
1,
де C1, C2, C3, C4 — довiльнi сталi;
u1/2 = 2(x0 + x
2
1).
b) Анзац
u1/2 = µ1(x1)x
2
0 + µ0(x1)x
1/2
0
редукує рiвняння (30) до системи
µ′′1 = 6µ
2
1, µ
′′
0 =
15
4
µ1µ0.
Тому розв’язками рiвняння (30) є функцiї
u1/2 = x−21 x
2
0 + (C1x
5/2
1 + C2x
−3/2
1 )x
1/2
0 , u
1/2 = x1(C1x0 + C2)
1/2,
де C1, C2 — довiльнi сталi.
c) Симетричний анзац
u1/2 = ω(z) + x21, z = x0 +
1
2
x21.
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Редуковане рiвняння
ωω′′ + (ω′)2 − ω′ − 2 = 0.
d) Симетричний анзац
u1/2 = x−11 ω(z) +
(
−1
2
x−11 x0 +
3
2
µx1
)2
, z = x
−1/2
1 x0 + µx
3/2
1 , µ ∈ R.
Редуковане рiвняння
ωω′′ + (ω′)2 − 3
4
zω′ − 3
2
ω − 9
8
z2 = 0.
e) Симетричний анзац
u1/2 = x21ω(z) + x
−2
1 x
2
0 + 2µx
3
1x0 + µ
2x81, z = x1x0 +
1
6
µx61.
Редуковане рiвняння
ωω′′ + (ω′)2 − 5µω′ − 50µ2 = 0.
f) Симетричний анзац
u1/2 = a(x1)
2ω(z) +
(a′x0 + b
′)2
a2
, z = a(x1)x0 + b(x1), (31)
де a = a(x1) є розв’язком рiвняння
a′′ = λa5,
а b = b(x1) є розв’язком рiвняння
b′′ = λa4b.
Анзац (31) редукує рiвняння (30) до рiвняння
ωω′′ + (ω′)2 − λzω′ − 2λω − 2λ2z2 = 0.
Частинним випадком анзацу (31) є анзац
u1/2 = ℘(x1)
−1ω(z) + ℘(x1)
−1
[
1
2
z℘(x1)
−1 +
1
3
µg−13 ℘(x1)
3/2
]2
,
z = ℘(x1)
−1/2x0 +
1
3
µg−13 ℘(x1)
−1/2
x1∫
0
℘(s)ds,
який редукує рiвняння (30) до рiвняння
ωω′′ + (ω′)2 +
3
4
g3zω
′ +
3
2
g3ω − 9
8
g23z
2 = 0.
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Використовуючи властивостi 1 i 2, якi стосуються рiвнянь (2) i (3), (4) i (5) вiдповiд-
но, а також результати пп. II i III, можна отримати анзаци, редукованi рiвняння i точнi
розв’язки таких рiвнянь:
u00 +
2
3
u−
5
3u21 − u−
2
3u11 = 0,
u00 − euu21 − euu11 = 0.
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О разрешимости в замкнутой форме нелокальной
задачи для уравнения смешанного типа второго рода
(Представлено академиком НАН Украины И.И. Ляшко)
The paper is devoted to the solvability of a nonlocal problem for a fractional diﬀerential equation
of the mixed type of the second kind.
Дробные производные и интегралы имеют много приложений [1], возникли они из потреб-
ностей применений (в теории дифференциальных и интегральных уравнений, в механике,
математической физике, химической физике, гидрологии, теории гравитации и др.).
Использование дробного исчисления в теории дифференциальных уравнений смешан-
ного типа открывает возможности решения и исследования сложных задач аэродинамики,
гидродинамики и др., а также решения новых краевых задач.
1. Уравнение смешанного типа. Рассмотрим уравнение смешанного типа
0 =
{
uxx −Dα0+,yu, y > 0,
uxx − (−y)muyy, y < 0, 0 < m < 1,
(1)
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